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●第16章 ●

【演習16-1】考え方は例題2と変わらない。次の関係を利
用する（下図）。

yD＝D’D”－DD’ ①
ただし，D’は，支持点Aのたわみ角θAを使う場合と支
持点Bのたわみ角θBを使う場合で異なる。後者の場合に
は，D’は点Bの接線に対して点Dの変位した位置になる
（図a）。すると，式①は次のように書き換えることができ
る。

yD＝b×θB－δD│B ①’
ここで，δD│Bは「Bの接線に対するDの変位量」で，「図
心の基準点を点D，領域を点Dから点BとするBMD（三

角形BDE）」を対象とする。従ってδD│Bを計算するには，
指定された領域の（BMDの面積）と基準点である点Dか
ら（図心までの距離）をかけて，（梁の曲げ剛性EI）で割
れば良い。例題2の結果から，

だから，

②
式②と例題2で求めたθBを用いると，式①’は次の通
り，前回の結果である式（22）と一致する。

yD＝b×θB－δD│B

【演習16-2】面積モーメント法を使って解くから，何はさ
ておきBMDだ。先端Aから距離xまでの左要素の右断面
におけるモーメントの釣り合いを考える。まず，0≦x＜
b。

Mx＝0
次に，b≦x≦¬。

以上の結果から，BMDは図bになる。
梁の先端AのたわみをyAとおくと，2通りの求め方があ
る。一つは，変形を受ける領域（等分布荷重が作用して
いる領域＝DBとする）と変形を受けない領域，言い換え
れば斜めにただ傾いているだけの領域（残りの領域＝AD
とする）に分けるやり方だ。この場合，yAを出すには，変
形を受ける領域の変形分DD’（＝δD│B）と変形を受けな
い領域の傾いた分を足し合わせる必要がある。

yA＝δD│B＋bθD ①
式①の右辺の第二項目が傾いた分。θDは点Dの接線と
点Bの接線のなす角。ただし，片持ち梁の場合には固定
端である点Bの接線の傾きはゼロだから，結果的にθDは
点Dの接線の傾き，もっといえば点Dから点Aの領域の梁
の傾きと等しくなる。従って，θDにADの長さであるbを

2
w（x－b）2Mx＝－�

6¬EI  ＝�
�
�
  ＝ 

Pab（¬＋a）�

3¬EI
Pa2b2

6¬EI
Pab3－�b×�

3
b

2¬
  δD│B＝ 
Pab2

6¬EI
Pab3

×�

EI

＝�

2¬
（三角形BEDの面積）＝S2＝�
�
（点Dと図心の距離 ）＝ 

Pab2

3
b

10月号演習問題解答

P

¬

a b

BA

BA

BA

B’�A’�

D

EBMD S1

C1�
�

C�
�

C2�
�

S2

a
3

b

b
3

D

D’’�

D

D’�

ab
¬


a
¬


P

θB

δ
D｜
B

y
D

b

C1

C

C2C1’�

C’�

a



2

10月号演習問題解答

かけた値が点Dから点Aまでの傾いた分になる。あとは，
解くだけ。式①の第一項目，δD│Bから。
δD│Bは，図心の基準点を点D，領域を点D～点Bとす
るBMD，ちょうど放物線の部分だけを対象とする。その
面積と図心までの距離は本誌10月号p.105の表の値を参考
に求めよう。

次に第二項目，bθD。θDは点Dの接線と点Aの接線の
なす角になるため，BMDは点Dから点Aの領域（放物線
の部分）を対象にする。

従って，
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③
以上，式①より，式②の右辺と式③の右辺を足し合わ
せれば，点AのたわみyAが求まる。

このように分解していく解き方は“思考の訓練”にな
るものの，実践的には素直に，

yA＝δA│B

と考えた方が楽だ。これが，もう一つの解き方である。
δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bと
するBMDが対象。面積は結局δD│Bのときと変わらず放
物線の部分だが，図心までの距離は基準点Aから測る。従
って，

（点Aと図心の距離）＝

これと，先に求めた（放物線の面積）を利用してyA，すな
わちδA│Bを解くと当然，先ほどの答えと一致する。

【演習16-3】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考える。

Mx＝M

従って，BMDは図cになる。
先端AのたわみをyAとすれば，δA│B，すなわち点Bの接
線に対する点Aの変位量として表せる。くどいようだが，
片持ち梁の固定端Bの接線は，変形前の片持ち梁の軸と
一致するからだ。
δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bと
するBMD，すなわち図bの長方形全体を対象とする。
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（点Aと図心の距離）＝
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一方，たわみ角（θAとおく）も，面積モーメント法を
利用して解く。ただし面積モーメント法で計算する角度，
具体的には（BMDの面積）を（曲げ剛性EI）で割った値
は，二つの接線のなす角。このため固定端Bの接線（変
形前の片持ち梁の軸と一致）と点Aの接線のなす角を求
めれば，いわゆる点Aのたわみ角と等価になる。従って，
ここではBMDは点Aから点Bまでの全領域を対象とする。
（長方形の面積）＝M¬
θA＝

【演習16-4】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考える。まず，0≦x＜¬－
a。

Mx＝0
次に，¬－a≦x≦¬。

Mx＝－Px＋P（¬－a）
以上の結果から，BMDは図dになる。
梁の先端AのたわみをyAとおくと，演習16-2と同様，2
通りの求め方があるが，ここでは慣れてきたところで実務
的に，
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と考える解き方を使う。結局，δA│Bを求めるから，図心
の基準点を点A，領域を点Aから点BとするBMD，すな
わちBMD全領域を対象とする。

従って，

たわみ角θAについては演習16-3と同様，点Aから点B
（全領域）を対象とするBMDの面積から求められる。
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点Xの変位量）と等価になる。δX│Bは，図心の基準点を
点X，領域を点Xから点BとするBMD，すなわち図dの
最後に示した台形。その面積と図心までの距離は本誌10
月号p.105の表を参考に求める（台形は多少面倒な感じを
受けるが，実際にはそう難しくない。早く慣れて欲しい）。

従って，点XにおけるたわみはδX│Bは次の結果となる。

【演習16-5】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考えるが，最初に点Aの反力
RAを点Bまわりのモーメントの釣り合いから求めておく。

反力を出したら，0≦x＜ の範囲の，左要素の右断面に
おけるモーメントの釣り合いを考える。

次に， ≦x≦¬だが，曲げ剛性をEIとして考えると，

実際には曲げ剛性2EIだから，曲げモーメントは半分。

以上の結果から，BMDは図eになる。
点Aのたわみ角をθA，点Bのたわみ角をθBとおく。ま
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ず，θAは，点Aの接線に対する点Bの変位量BB’（＝δ

B│A）を用いて，次のように表せる。

δB│Aは，図心の基準点を点B，領域を点Bから点Aとす
るBMD，すなわちBMD全領域を対象とする。左の三角
形の面積をS1，図心をC1（点Bと図心の距離を 1），右の
三角形の面積をS2，図心をC2（点Bと図心の距離を 2）
とおくと，対象とする（BMDの面積）と（点Bと図心の
距離）は以下になる。
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従ってδB│A，さらにθAは次のように計算できる。

点Bのたわみ角θBも全く同様に求めることができるが，
ここでは点Bの接線に対する点Aの変位量AA’（＝δA│B）
を用いる。

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとす
るBMDを対象とする。従って，上述のθ Aのときとは
（BMDの面積）は等しいが，図心の基準点が異なる。点
Aから測定するから，
（点Aと図心の距離）＝¬－（点Bと図心の距離）

従ってδA│B，さらにθBは次のように求められる。

続いて，点DにおけるたわみをyDとおく。点Aのたわみ
角θA，点Bのたわみ角θBのどちらを用いても解けるが，
ここではθAを使う。点Aの接線に対する点Dの変位量を
D’D”とすると，図eの通り，yDは次式となる。
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この式の第二項目，δD│Aは，図心の基準点を点D，領域
を点Dから点AとするBMD，すなわち左側の三角形だ。

従って，

この結果と既に求めたθAから，yDは次のように求まる。

もちろん，点Bのたわみ角を使っても結果は同じだ。でき
るだけ，確かめるようにしておこう。

【演習16-6】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考えるが，最初に点Aの反力
RAを点Bまわりのモーメントの釣り合いから求めておく。

RA×¬＝MB

RA＝
左要素の右断面におけるモーメントの釣り合いは，

Mx＝RA×x＝
従って，BMDは図fになる。
点Aのたわみ角をθA，点Bのたわみ角をθBとすれば，
演習16-5と同様に求めることができる。まずθAは，点A
の接線に対する点Bの変位量BB’（＝δB│A）を用いて，
次のように表せる。

δB│Aは，図心の基準点を点B，領域を点Bから点Aとす
るBMD，すなわち三角形の全領域を対象とする。
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従って，δB│A，さらにθAは次のように求められる。

次にθBは，点Bの接線に対する点Aの変位量AA’（＝
δA│B）を用いる。

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとす
るBMDを対象とする。従って，上述のθ Aのときとは
（BMDの面積）は等しいが，図心の基準点が異なる。点
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従ってδA│B，さらにθBは次のように求められる。

続いて，点XにおけるたわみをyXとおく。点Aのたわみ
角θA，点Bのたわみ角θBのどちらを用いても解けるが，
距離xが点Aを基準としていることからθAを使おう。点A
の接線に対する点Xの変位量をX’X”とすると，図fの通
り，yXは次式となる。

yX＝XX”－X’X”
＝θA×x－δX│A

この式の第二項目，δX│Aは，図心の基準点を点X，領域
を点Xから点Aとする三角形を対象とする。

従って，

この結果と既に求めたθAから，yXは次のように求まる。
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一方の支持点に曲げモーメントを受ける梁はこれから
もよく登場する（今後何度も引用する）。その意味で，こ
の結果，とりわけたわみ角θAとθBは非常に重要である。

【演習16-7】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考えるが，最初に点Aの反力
RAを点Bまわりのモーメントの釣り合いから求めておく。

RA×¬＝－2M－M

RA＝
反力を出したら，0≦x＜ の範囲の，左要素の右断面
におけるモーメントの釣り合いを考える。

Mx＝－RA×x＝
Mx＝0 （x＝0）
Mx＝M （x＝ ）

次に， ≦x＜ 。
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最後に， ≦x≦¬。
Mx＝－RA×x－2M－M

Mx＝－M （x＝　　）
Mx＝0 （x＝¬）

以上の結果より，BMDは図gとなる。点Aのたわみ角を
θA，点Bのたわみ角をθBとすれば，演習16-5と同様に
求めることができる。まずθAは，点Aの接線に対する点
Bの変位量BB’（＝δB│A）を用いて，次のように表せる。

δB│Aは，図心の基準点を点B，領域を点Bから点Aとす
るBMD，すなわちBMDの全領域を対象とするが，符号
に注意して解こう。BMDの左の三角形の面積をS1，図心
をC1（点Bと図心の距離を 1），中央の三角形の面積を
S2，図心をC2（点Bと図心の距離を 2），右の三角形の面
積をS3，図心をC3（点Bと図心の距離を 3）とおくと，
対象とする全領域の（BMDの面積）と（点Bと図心の距
離）は以下のようになる。

従って，（BMDの面積）と（点Bと図心の距離）をかけ
て曲げ剛性EIで割ったδB│Aはゼロ，さらにはθAもゼロ
となる。
δB│A＝0
θA＝0
次にθBは，点Bの接線に対する点Aの変位量AA’（＝

（BMDの面積）＝  S 1＋S 2＋S 3

3
¬


3
¬


2
1

2
M¬


×� 2
1 ×（－M）×�×�

6
M¬�

9
7¬�×�＝�

＝0

－�

＝－�

＝�

S 1＋S 2＋S 3

9
5¬�

6
M¬
×� －� 9

2¬�
6

M¬
×�

S 1×C 1＋S 2×C 2＋S 3×C 3（点Bと図心の距離 ）＝�

6
M¬


M ＋� 3
¬


2
1 ×（－M）×�＋�

C
C

C

¬

BB’�

¬

δB│AθA＝　　   ＝ 

¬

3Mx － 3M＝�

3
2¬


10月号演習問題解答

δ
B
IAδ
A
IB

θA θB

BMD

¬

3

¬

3

¬

3

B

B

B

A

A

B’�
A’�

－M

A

M

2M M

¬

3

¬

3

¬

3

2¬

9

5¬

9

7¬

9

C1

C2 C3

g

3
¬
 3

¬


3
2¬


3
¬


3
¬


3
2¬


3
2¬
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δA│B）を用いる。

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとす
るBMDを対象とする。従って，上述のθ Aのときとは
（BMDの面積）は等しいが，図心の基準点が異なる。点
Aから測定するから，

従ってδA│B，さらにθBは次のように求められる。

【演習16-8】先端Aから距離xまでの左要素の右断面にお
けるモーメントの釣り合いを考えるが，最初に点Aの反力
RAを点Bまわりのモーメントの釣り合いから求めておく。

RA＝P

反力を出したら，0≦x＜ の範囲の，左要素の右断面に
おけるモーメントの釣り合いを考える。

Mx＝RA×x＝Px

ただし，この左1/3の範囲は，曲げ剛性が2EI。従って曲
げモーメントは1/2になるから，

Mx＝RA×x＝
次に， ≦x＜ を考えるが，ここは曲げ剛性がEIだ
から，素直に求めれば良い。

Mx＝RA×x－P  x－ （� ）�3
¬


3
P¬
＝�

3
2¬


3
¬


3
¬


RA×¬＝P×　 ＋P× 3
¬


3
2¬


6
M¬


δA│B＝�

θB＝�

×¬

EI

＝－�

¬


6EI
M¬ 2

6EI
M¬�

6EI
M¬ 2

＝－�

－�

－�

（点Aと図心の距離 ）＝¬－（点Bと図心の距離 ）�

＝¬－0

＝¬


¬

AA’�

¬

δA│BθB＝　　   ＝ 

最後に， ≦x≦¬。

ただし，この右1/3の範囲は，曲げ剛性が2EIだから曲げ
モーメントは1/2になる。

以上の結果より，BMDは図hの純曲げ状態となる。
点Aのたわみ角をθAとすれば，演習16-5と同様に求め
ることができる。点Aの接線に対する点Bの変位量BB’
（＝δB│A）を用いて，

δB│Aは，図心の基準点を点B，領域を点Bから点Aとす
るBMD，すなわちBMDの全領域を対象とする。BMDの
左1/3の面積をS1，図心をC1（点Bと図心の距離を 1），
中央1/3の面積をS2，図心をC2（点Bと図心の距離をC

C

¬

BB’�

¬

δB│AθA＝　　   ＝ 

Mx＝� 2
－Px＋P¬  

＝－Px＋P¬  

Mx＝RA×x－P  x－ （� ）3 x－ （� ）�¬

3
2¬
－P

10月号演習問題解答

δ
B
IA

δ
D
IA

yD

P P

D

D

D’�

D”�

A

A

A

E B

B

B

B’�

2I 2II

¬

3

P¬

3

P¬

6

2¬

9¬


27¬

9

¬

3

¬

3

¬

3

¬

3

¬

3

C1
C2

D E

C3

S1

S2

S3

h

2
Px

3
2¬
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2），右1/3の面積をS3，図心をC3（点Bと図心の距離を

3）とおくと，対象とする全領域の（BMDの面積）と（点
Bと図心の距離）は以下のようになる（図心は，BMDの
対称性から明らかだが…）。

従って，δB│A，さらにθAは次のように求められる。

続いて，点DにおけるたわみをyDとおく。点Aの接線に
対する点Dの変位量をD’D”とすると，図hの通り，yDは
次式から求まる。

yD＝DD”－D’D”

この式の第二項目，δD│Aは，図心の基準点を点D，領域
を点Dから点AとするBMD，すなわち左側の三角形が対
象だ。

従って，

36（左側の三角形の面積）＝S1＝�
�
（点Dと図心の距離 ）＝ 

P¬ 2

9
¬


3
¬
×　  －δD│A＝θA  

2
¬


δB│A＝�

θA＝�

6
P¬ 2 ×�
EI

＝�12EI
P¬ 3

12EI
¬


P¬ 3

12EI
P¬ 2＝�

（BMDの面積）＝S 1＋S 2＋S 3

2
1

3
¬


3
¬


3
¬


2
1

（点Bと図心の距離 ）＝�

6
P¬


3
P¬


6
P¬ 2

6
P¬ 2

×� 6
P¬


2¬


×� ×�×�×�＋� ＋�

2
¬


9
7¬�

36
P¬ 2

9 9
P¬ 2×�＝�

2
¬�＝�

＋� 36
P¬ 2＋�×� ×�

＝�

＝�

S 1＋S 2＋S 3
S 1×C 1＋S 2×C 2＋S 3×C 3

C

この結果と既に求めたθAから，yDは次のように求まる。

●第17章 ●

【演習17-1】この問題をたわみの重ね合わせ法で解く場合に

は，分布荷重を集中荷重の集合体，すなわちb≦x≦¬の範
囲に集中荷重xdxが分布して作用していると考える。まずは，

このうちの一つの集中荷重に着目し，そのときの先端のた

わみを求める。基本的に演習16-4と同じ問題だが，反復練

習の意味で改めて解いていこう。

着目する集中荷重の作用点をX，先端からの距離をxとす

る。最初に，BMDを求めるが，先端Aから点Xの範囲は，

Mx＝0

続いて，点Xから点Bの範囲における任意の点を点T（先端

からの距離をt）とすると，点Tにおける左要素の右断面の

モーメントの釣り合いは，

Mx＝－wdx（t－x）

3
¬


yD＝θA

＝� ×�

3
¬
×�

12EI
P¬ 2

＝�81EI
2P¬ 3

324EI
P¬ 3－�

－δD│A

9
¬


δD｜A＝�36
P¬ 2 ×�
EI

＝�324EI
P¬ 3

10月号演習問題解答

A

A

A'

C

B

B

b

BMD

δ
A
IB

X

X

X’�

(¬－x)

wdx

x

(¬－x)

(2¬＋x)
3

x

－wdx (¬－x)

i
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従って，BMDは図iのようになる。

固定端である点Bの接線の傾きはゼロだから，先端Aのた

わみはδA│B（点Bの接線に対する点Aの変位量）と等価に

なる。さらに，δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点A

から点BとするBMD，すなわち全領域を対象とする。

従って，δA│Bは，

①

ちなみに，¬－x＝a，x＝¬－a，wdx＝Pとして書き換え

ると，演習16-4の結果と同じになる。

話が少し横にそれたが，式①が一つの集中荷重による先

端のたわみ量だ。たわみの重ね合わせ法に基づき，すべて

の集中荷重のたわみ量を合計する（全たわみ量yAを求める）

には，式①をb≦x≦¬の範囲にわたって積分すれば良い。

当然，演習16-2の結果と同じになる。

【演習17-2】この問題はDB間とAB間に分けて考えていく。

最初に，DB間の突き出し部〔図j（a）〕。これは，支持点B

を固定端とし，片持ち梁の先端Dに集中荷重Pが作用する

ケースと見立てる。このケースは何度も解いてきたので計

算過程は省略するが，BMDは図j（a）の三角形となる。

ここで先端Dのたわみを求める（このケースは基本中の

基本なので，次に求める式①は記憶しておきたい）。片持ち

6EI
　wdx（¬－x）2（2¬＋x）�

6EI
w

＝�

24EI
w

＝�

24EI
w（¬－b）2（3¬＋b）�

＝�

∫�b

¬


∫�b

¬


yA＝�

（x3－3¬2x＋2¬3）dx

（3¬4－8¬3b＋6¬2b2－b4）�

EI

wdx（¬－x）2

6EI
　wdx（¬－x）2（2¬＋x）�

3
（2¬＋x）�

2

＝�

δA│B＝�
×�

2
wdx（¬－x）2

3
　2（¬－x）�

3
（2¬＋x）�

（点Aと図心の距離）＝x＋�

＝�

（BMDの面積）＝�

梁（固定端の接線の傾きはゼロ）だから，δD│Bがそれと等

価。δD│Bは，図心の基準点を点D，領域を点Dから点Bと

するBMD，すなわち三角形の全領域を対象とする。

従って，

①

次に，AB間の単純支持梁〔図j（b）〕。点Bには，集中荷

重Pによって曲げモーメントMBが発生している。このとき

の，単純支持梁の曲げモーメントMxは，左要素の右断面の

モーメントの釣り合いから，

EI

Pa2

3EI
　Pa3

3
2a

2

＝�

δD│B＝�
×�

（三角形の面積）＝� 2
Pa2

3
2a（点Dと図心の距離）＝�

10月号演習問題解答

DB

DB

D

D

D’�

B

B

A

¬
 a

P

B

a

B

C

B

A

A

A’�

A

D

P

δ
D
IB

δ
B
IA

δ
D
IB

θ
B
×

a

θB

BMD

BMD

MB

2a
3－Pa

¬


－Pa

yD
  

C

2¬

3

(a)

(b)

θB

j
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ここでMBの値は既に求めてある。上述の図j（a）のBMD

で，点Bにおける値だ。

MB＝－Pa

従って，この単純支持梁のBMDは図j（b）となる（これは

演習16-6と同じ問題。解き方に自信があれば演習16-6の答

えを流用しよう。ここでは復習を兼ねて，再び解いてみる）。

以上，二つの梁に分解して解いてきたが，共通する点B

のたわみ角について検討してみると，固定端と考えたDB間

の突き出し部の方はゼロ。これに対して単純支持梁と考え

たAB間の方ではある値θBを持つ。このことは，梁の連続

性を考えれば矛盾している。

つまり実際には，点Bはあるたわみ角θBを持ち，その分

付き出し部は傾いた状態になっている。従って先端Dのた

わみを求めるには，式①に，DB間が傾いている分，具体的

にはθB×aを足し合わせる必要がある〔図j（b）〕。ここでθ

Bは，

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとする

BMD，すなわち図j（b）の三角形の全領域を対象とする。

従ってδA│B，さらにθBは以下のようになる（曲げモーメン

トPaをMBとおけば，θBの導出過程は演習16-6と全く同じ。

できれば，たわみ角θBの値を記憶しておきたい）。

上述の通り，先端DにおけるたわみyDは以下のように計

算できる。

EI

Pa¬


3EI
Pa¬2

3EI
Pa¬�

3
2¬


2

＝�

δA│B＝�

θB＝�

×�

（三角形の面積）＝� 2
Pa¬�

3
2¬�（点Aと図心の距離）＝�

¬

AA’�θB＝�

¬

δA│B＝�

¬

MBxMx＝－�

【演習17-3】演習17-2と同様，DA間とAB間に分けて考え

ていく。最初に，AD間の突き出し部〔図k（a）〕。支持点A

を固定端とし，全体に分布荷重wが作用するケースと見立

3EI
Pa3

3EI
Pa¬


3EI
Pa3

3EI
Pa2¬
＝�

＝� ＋�

＋�

×a

yD＝式①＋θB×a

10月号演習問題解答

¬


a

B
D EA

w

¬

2

3a
4

2¬

3

wa2

2

a
¬

2

D
D

D'

w

B

B

B

B

B’�

A

A

A

A
E
E’�

E”�

E
A

A

D A
C

A

δ
D
IA

δ
B
IA

θA

θA

θA

θA

MA

－�

wa2

2

¬
 2

－�

wa2

2－�

wa2

4－�

θ
A
×

a

y D

δ
E
IA

δ
D
IA

θ
A
×
�

yE

(a)

(b)

(c)

BMD

BMD

BMD

C

C

k
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てる。左要素の右断面のモーメントの釣り合いから，

BMDは図k（a）の放物線となる。

ここで先端Dのたわみと等価なδD│Aを求める。δD│Aは，

図心の基準点を点D，領域を点Dから点AとするBMD，す

なわち放物線の全領域を対象とする。（放物線の面積）と

（図心までの距離）は本誌10月号p.105の表の値を参考に，

従って，次の結果を得る（次の結果も，覚えておきたいも

のの一つだ）。

①

次に，AB間の単純支持梁〔図k（b）〕。点Aには，分布荷

重wによって曲げモーメントMAが発生している。このとき

の，単純支持梁の曲げモーメントMxは，左要素の右断面の

モーメントの釣り合いから，

ここでMAの値は既に求めてある。上述の図k（a）のBMD

で，点Bにおける値だ。

従って，この単純支持梁のBMDは図k（b）となり，演習

16-6と同じ。しかしあえて解くと，先端Dのたわみを求め

るには，式①に，AD間が傾いている分，具体的にはθA×

aを足し合わせる必要がある〔図k（b）〕。ここでθAは，

δB│Aは，図心の基準点を点B，領域を点Bから点Aとする

BMD，すなわち図k（b）の三角形の全領域を対象とする。

従ってδB│A，さらにθAは以下のようになる。

上述の通り，先端DにおけるたわみyDは以下のように計

算できる。

次に，点EにおけるたわみyEを求める〔図k（c）〕。点Eの

変位前の位置を点E’，点Aの接線に対する点Eの変位量を

EE”（＝δE│A）とすると，

②

2番目の式から3番目の式への書き換えは，先に求めたθA

を代入した。あとは，δE│Aを求めれば良い。は，図心の基

準点を点E，領域を点Eから点AとするBMD，すなわち図

k（c）の台形を対象とする。

2

16

（点Eと図心の距離）＝�

＝�

（台形の面積）＝� 4
wa2

2
wa2

2
¬


2
¬


＋�（� ）�×�

3×�

4
wa2

2
wa2

2
¬
 ＋�（� ）�2×�

4
wa2

2
wa2＋�（� ）�

3wa2¬


18＝�5¬


－�

2
¬


12EI
wa2¬2＝�

＝θA×�

yE＝E’E”－EE”�

�
�

－δE│A

－δE│A

8EI
wa4

6EI
wa2¬


8EI
wa4

6EI
wa3¬
＝�

＝� ＋�

＋�

×a

yD＝式①＋θA×a

EI

wa2¬


6EI
　wa2¬2

6EI
　wa2¬�

3
2¬�

4

＝�

δB│A＝�
×�

θA＝�

（三角形の面積）＝� 4
wa2¬


3
2¬
（点Bと図心の距離）＝�

¬

BB’�θA＝�

¬

δB│A＝�

MA＝－�2
wa2

Mx＝－MA＋�¬

MAx

EI

wa3

8EI
wa4

4
3a

6

＝�

δD│A＝�
×�

（放物線の面積）＝� 6
wa3

4
3a（点Dと図心の距離）＝�

Mx＝－�2
wx2

10月号演習問題解答
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従って，

この値を式②に代入すると，目的である点EのたわみyEが次

のように求まる。

なお，演習16-6の結果であるyXの式に，MB＝ ，x＝

を代入すれば同じ答えになる。確認しておこう。

【演習17-4】この問題は，集中荷重P1だけが作用するケース

と同P2だけが作用するケースに分けて考えよう。

まず，集中荷重P1だけが作用するケース。これは，演習

17-2と全く同じ問題である。従って，先端DのたわみをyD1

とし，演習17-2の結果を使う〔図l（a）〕。

①

次に，集中荷重P2だけが作用するケース。左要素の右断

面のモーメントの釣り合いから，0≦x＜aの場合，

Mx＝0

a≦x＜（a＋ ）の場合，

（a＋ ）≦x＜（a＋¬）の場合，

以上，BMDは図l（b）となる。

ここで，先端DのたわみyD2とすると，AD間は変形を受け

ていないから点Aの接線の傾きθAを用いて，

yD2＝θA×a ②

と表せる。さらにθAは，もう何度も解いてきたように，

Mx＝� 2
P2（－x＋a＋¬）�

Mx＝� 2
P2（x－a）�

3EIyD1＝�
P1a3

3EI
P1a2¬
＋�

12EI

96EI＝�

＝�

yE＝�

5wa2¬2

96EI
3wa2¬2＝�

32EI
wa2¬2

wa2¬2 －δE│A

12EI
wa2¬2 －�

EI

96EI
＝�

δE│A＝�

5wa2¬2

16
3wa2¬


18
5¬


×�

だから，式②は次のようになる。

②’

要は，δB│Aを求めれば良い。δB│Aは，図心の基準点を点

B，領域を点Bから点AとするBMD，すなわち三角形を対

yD2＝�¬

δB│A ×a

¬

BB’�θA＝�

¬

δB│A＝�

10月号演習問題解答
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P1

P2

P2
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a

a

AD

D

D’�

B

B

B

B

B’�

B

B

A

D

D

D

A

A

A

A

E

B’�

E’�

E
E”�

Pa
2

P2¬

4

－�

－Pa

¬


¬


2
¬

2

a

a

¬


¬


2
¬

2

a
¬

2

¬

2

a ¬

δ
B
IA

θ
A
×

a
y D
I

yE
2

yE
I

(a)

(b)

BMD

BMD

θA

θA

θA

θA

E”�

E’�
E

E

C

l

2
¬


2
¬


2
wa2

2
¬�
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象とする。

従って，

これを式②’に代入すれば，yD2が求まる。

②”

結局，先端DのたわみyDを求めるには，式①と式②”の

結果を足し合わせれば良いが，符号に注意する。下向きを

正とすれば，式②”の方にマイナスを付ける必要がある。

yD＝yD1－yD2

次に，点EにおけるたわみyEを求めるが，ここでも重ね合

わせ法を利用する。つまり，集中荷重P1だけが作用するケ

ースの点EのたわみyE1と，同P2だけが作用するケースの点

EのたわみyE2を符号を考慮しながら足し合わせるのである。

ただし，どちらのケースも，点Eの変位する前の位置を点

E’，点Aの接線に対する点Eの変位量をEE”（＝δE│A）と

おく。するとyE1もyE2も，

で表せる。では，yE1から求めていこう。

③

ここで，式③の第一項目のθAは演習17-2のθBに等しい。

④

第二項目，δE│Aは，図心の基準点を点E，領域を点Eから

点AとするBMD，すなわち台形を対象とする〔図l（a）〕。

従って，

⑤

以上，点EのたわみyE1は式③④⑤より，以下になる。

⑥

で表せる。

続いて，yE2。上述の通り，式⑦から求める。

⑦

ここで，式⑦の第一項目のθAは，直前のyD2を求める過程

で次のように計算した。

⑧

第二項目，δE│Aは，図心の基準点を点E，領域を点Eから

点AとするBMD，すなわち左半分の三角形を対象とする

〔図l（b）〕。

従って，

2

16

（点Eと図心の距離）＝�

＝�

（三角形の面積）＝� 4
P2¬


2
¬


6
¬


×�

P2¬2

16EI
P2¬2θA＝�

yE2＝θA×�2
¬�－δE│A

144EI
－�15P1a¬

2

3EI
＝�P1a¬�

16EI
＝�P1a¬2

yE1＝θA×�2
¬�

2
¬�
－δE│A

×�

EI

144EI
＝�

δE│A＝� 8
3P1a¬
×�

15P1a¬2

18
5¬


2

8

（点Eと図心の距離）＝�

＝�

（台形の面積）＝� 2
P1a

2
¬


2
¬


＋P1a（� ）�×�

3×�

2
P1a

2
¬
 ＋P1a（� ）2×�

2
P1a＋P1a（� ）�

3P1a¬


18＝�5¬


－�

θA＝�3EI
P1a¬�

yE1＝θA×�2
¬�－δE│A

＝θA×�2
¬�－δE│A

E’E”－EE”�

＝�3EI
P1a3

3EI
P1a2¬


16EI
P2a¬2＋� －�

¬


16EI
＝�

yD2＝�

P2a¬2

16EI
P2¬3

×a

EI

16EI
＝�

δB│A＝�

P2¬3

8
P2¬2

2
¬
×�

（三角形の面積）＝�8
P2¬2

2
¬
（点Bと図心の距離）＝�

10月号演習問題解答
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⑨

以上，点EのたわみyE2は式⑦⑧⑨より，以下になる。

⑩

結局，点EのたわみyEは式⑥と式⑩の合計。ただし，下

向きを正として符号を考慮すると，式⑥の方にマイナスを

付ける必要がある。従って，以下のように求まる。

実は，この問題は，単純支持梁の中央に集中荷重P2，左

端に曲げモーメントP1aが個々に作用しているケースの重ね

合わせと理解できる。つまり，集中荷重だけが作用してい

るときの結果である式⑩から，曲げモーメントだけが作用

するときの結果を引けば同じ答えになる。ちなみに，曲げ

モーメントだけが作用するときのひずみは，もう何度も引

用してきた演習16-6の答えであるyXの式のMBにP1aを，xに

を代入して得られる値である。

【演習17-5】添え木の90°に折れているところを点Eとしよ

う。この問題は，点D～点E，点E～点A，点A～点Bの三

つに分解して解くと良い。

まず，点D～点E〔図m（a）〕。この部分は，点Eを固定

端とし先端Dに集中荷重Pが作用する片持ち梁と見立てる

ことができる。曲げモーメントの釣り合いの式の導入は省

略するが，BMDは図m（a）に示す三角形となる。このとき

の先端DのたわみはδD│Eと等価になる。δD│Eは，図心の基

準点を点E，領域を点Dから点EとするBMD，すなわち三

角形の全領域を対象とする。

16EI
－�P1a¬2

48EI
＝� P2¬3

48EI
＝� ¬

2（P2¬－3P1a）�

yE＝yE2－yE1

96EI
－�P2¬3

16EI
＝� P2¬2

48EI
＝� P2¬3

yE2＝θA×�2
¬�

2
¬�
－δE│A

×�

EI

96EI
＝�

δE│A＝� 16
P2¬2 ×�

P2¬3

6
¬


10月号演習問題解答

D

D

D

E

E

A

A

A

A

A'

A'

A

A

A

B

B

B

B

B

B

DE

E

P

P

a

b

D’�

b
A ¬


¬


¬


B

C

(a)

(b)

(c)

BMD－Pa

Pa

Pa

Pa

－P¬


P

P

P

P

δ
D
IE

δ
A
IB

δ
A
IB

BMD

BMD

C

C

a

m

2
¬�
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従って，

①

繰り返すが，この結果は是非覚えておきたい。なお，この

BMDからも明らかなように，点E，点Aには曲げモーメン

トPaが作用する。

次に，点E～点A〔図m（b）〕。ここは集中荷重Pによる引

っ張りを受けており，次の式が成り立っている（この部分

は鉛直方向の荷重だけを考慮するため，曲げモーメントは

無関係）。

σ＝Eε

σは応力，εはひずみだった。σは，与えられているPとA

から，ひずみは，与えられているbとここで求めたい伸びλ

から，次のように書き換えられる。

②

最後に，点A～点B〔図m（c）〕。この部分は，先端Aに

集中荷重Pと曲げモーメントPaを受ける片持ち梁。そこで

集中荷重Pだけを受けるケースと曲げモーメントPaだけを

受けるケースに分けて考えていこう。

集中荷重Pだけを受けるケース。BMDは図m（c）に示し

た三角形。点AのたわみはδA│Bと等価。δA│Bは，図心の基

準点を点A，領域を点Aから点BとするBMD，すなわち三

角形の全領域を対象とする。

従って，

3
2¬

2

P¬2（三角形の面積）＝�

（点Aと図心の距離 ）＝ 

AE
Pb

b
λ�

A
P ＝�

（下向き）�

E

λ�＝�

2
Pa2

3
2a

δD│E＝�
×�

EI

＝�3EI
Pa3（下向き）�

3
2a
2

Pa2（三角形の面積）＝�

（点Dと図心の距離 ）＝ 
③

続いて，曲げモーメントPaだけを受けるケース。左要素

の右断面におけるモーメントの釣り合いは，

Mx＝Pa

従って，BMDは図m（c）に示した四角形となる。点Aのた

わみはδA│Bと等価。δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を

点Aから点BとするBMD，すなわち三角形の全領域を対象

とする。

従って，

④

結局，点Aの変位yAは，式③と式④を足し合わせたもの。

下向きを正とすれば，次になる。

yA＝式③－式④

⑤

点DのたわみyDについては，点Aの変位量yA，AE間の伸

びλ，集中荷重Pによる点Dの変位量δD│Eの合計，具体的

には式①，式②，式⑤の和となる。

yD＝式①＋式②＋式⑤

【演習17-6】添え木の90°に折れているところを点E，単純

支持梁の中央を点Fとしよう。演習17-5と同様，基本的に

は点D～点E，点E～点F，点A～点Bの三つに分解して解

いていくが，ここではEF間の長さと断面積が与えられてい

ない。従って，このEF間の伸びは無視できるものと考え，

AE
Pb

AE
PbP（2¬3－3a¬2＋2a3）�

6EI （下向き）�

3EI
Pa3

3EI
P¬3＝� ＋� ＋� 2EI

Pa¬ 2－�

＋�＝�

3EI
P¬3＝� 2EI

Pa¬2 （下向き）�－�

2
¬


2EI
Pa¬2

Pa¬

δA│B＝�

×�
EI

＝� （上向き）�

2
¬

Pa¬�（四角形の面積）＝�

（点Aと図心の距離 ）＝ 

2
P¬2

3
2¬


δA│B＝�
×�

EI

＝�3EI
P¬3（下向き）�

10月号演習問題解答
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DE間とAB間を検討する。

まず，点D～点E〔図n（a）〕。この部分は，点Eを固定端

とし先端Dに集中荷重Pが作用する片持ち梁と見立てること

ができ，演習17-5と全く同じである。従って，点Dのたわ

みδD│Eは先の結果をそのまま流用する。ただし，添え木の

曲げ剛性をE1I1とおく。

δD│E＝ （下向き） ①

次に，点A～点B〔図n（b）〕。この部分は，中央の点Fに

集中荷重Pと曲げモーメントPaを受ける単純支持梁である。

そこで集中荷重Pだけを受けるケースと曲げモーメントPa

だけを受けるケースに分けて考えていく。

集中荷重Pだけを受けるケース。BMDの求め方は省略す

るが，図n（b）に示した三角形になる。点Fの変位する前の

位置を点F’，点Aの接線に対する点Fの変位量をFF”（＝δ

F│A）とすると，点FのたわみyF1は点Aのたわみ角θAを用い

て次式から求めることができる。

②

まず，δB│Aを求める。これは，図心の基準点を点B，領

域を点Bから点AとするBMD，すなわち三角形の全領域を

対象とする。

従って，

③

次に，δF│Aは，図心の基準点を点F，領域を点Fから点A

とするBMD，すなわち左半分の三角形を対象とする。

8
P¬ 2

δB│A＝�
×�

EI

＝�16EI
P¬ 3

2
¬


2
¬

8

P¬ 2（三角形の面積）＝�

（点Bと図心の距離 ）＝ 

yF1＝F’F”－FF”�

2
¬
δF│A＝� ×� －�θA

2
¬
δF│A＝� ×� －�¬


BB’�

2
¬
δF│A＝� ×� －�¬


δB│A

3E1I1
Pa3＝�

10月号演習問題解答
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D

D
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E

E
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P
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A

A

B

B

A B

A B

A B

B’�

B’�

A B

A B

A B

(a)

(b)

－Pa

P

P

δ
D
IE

δ
B
IA

δ
F
IA

yF
I

δ
B
IA

δ
F
IA

yF
2

Pa

Pa

a

¬

2

P¬

4

Pa
2

Pa
2

¬

2

¬

2

¬

2

¬

2

¬

2

C
BMD

F

F

F

F

F

F

F’�

F’�

F

F

F”�

F”�

θA

θA

－�

n
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従って，

④

以上，式②は式③と式④から以下の通り求まる。

②’

続いて，曲げモーメントPaだけを受けるケース。左要素

の右断面におけるモーメントの釣り合いは，点Aの反力RA

を用いて，

ここで，点Aの反力は点Bまわりのモーメントの釣り合いか

ら解いた。これより，BMDは図n（b）に示した二つの三角

形となる。

ここでも，点FのたわみyF2は式②を利用して計算する。も

う何度も練習してきたので，ここでは一挙に行こう。

結局，点Fの変位量yFは二つのケースの結果の重ね合わ

せ，すなわち式②’と式②”の合計になる。

yF＝yF1－yF2

⑤

ここまでDE間，AB間を検討してきたが，これで終わっ

たと思ってはいけない。点Fのたわみ角だ。もし点Fがたわ

み角を持っていれば，その傾いた分だけ点Dは変位するこ

とになる。実際，曲げモーメントを受けて，点Fはたわみ角

を持つ。そのたわみ角をθFとおけば，

従って点Dは，点Fのたわみ角θFの影響でθF×aだけ下向

きに変位していることになる。具体的には，

θF×a

⑥

以上，問題の点DのたわみyDについては，集中荷重Pに

よる点Dの変位量δD│E，点Fの変位量yF，点Fのたわみ角に

よる変位分の合計，具体的には式①，式⑤，式⑥の和とな

る。

yD＝式①＋式⑤＋式⑥

【演習17-7】演習17-1と全く同様だが，この問題では，0≦

x≦ の範囲に集中荷重xdxが分布して作用していると考え

る。とはいえ，BMDを求めるまでは演習17-1と全く同じ。

BMDは図iを参照し，先端AのたわみδA│Bは既に求めた値

をそのまま流用する。

wdx（¬－x）2（2¬＋x）�
6EIδA│B＝�

2
¬


（下向き）�3E1I1
Pa3

48EI
P¬ 3＋� 12EI

Pa2¬�＋�＝�

Pa2¬

12EI

＝� （下向き）�

¬

2

θF＝�

Pa¬

8

δA│F

¬

2

＝�

＝�

¬

3

EI

Pa¬

12EI

×�

48EI（下向き）
P¬ 3＝�

×�

×� ×�

×�

＋� ＋�

2 ②�
¬


2
¬


×�2
¬


6
¬


6
¬


3
¬


8
Pa¬


Pa¬ 2

8
Pa¬


8
Pa¬


¬

δB│A

¬


yF2＝ δF│A－�

EI

EI

－�

－�

－�

48EI
Pa¬ 2

48EI

（� ）�
＝�

＝0＝� ②”

2
¬


¬

Pax

Mx ＝ RAx

Mx ＝ RAx＋Pa

＝�

－ Pa 2

（0≦x＜　）�

（　≦x＜¬）�¬

¬


Pax＝�

16EI
P¬ 2

32EI
P¬ 3

48EI
P¬ 3

96EI
P¬ 3

yF1＝�

＝� 2
¬
×� －�

96EI
P¬ 3－�＝�

＝�

2
¬
δF│A×� －�¬


δB│A

（下向き）�

16
P¬ 2

δF│A＝�
×�

EI

＝�96EI
P¬ 3

6
¬


6
¬

16
P¬ 2（左半分の三角形の面積）＝�

（点Fと図心の距離 ）＝ 

10月号演習問題解答
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これが，一つの集中荷重による先端のたわみ量。すべて

の集中荷重のたわみ量を合計する（全たわみ量yAを求める）

には，0≦x≦ の範囲にわたって積分すれば良い。

【演習17-8】演習17-2と同様，DB間とAB間に分けて考え

ていく。最初に，DB間の突き出し部〔図o（a）〕。支持点B

を固定端とし，片持ち梁全体に分布荷重wが作用するケー

スと見立てる。点Dのたわみは上述の演習17-7を応用しよ

う（梁の長さが¬からaに変わるから要注意）。具体的には，

積分範囲を0～aに変更すれば良い。

①

念のため，BMDを図o（a）に示しておく。

次に，AB間の単純支持梁〔図o（b）〕。点Bには，分布荷

重wによって曲げモーメント が発生しているから〔図

o（b）〕，分布荷重と曲げモーメントの複合荷重になってい

る。そこで分布荷重だけが作用するケースと曲げモーメン

トだけが作用するケースにわけて考えていく。まず分布荷

重だけが作用するケース。単純支持梁の曲げモーメントMx

は，左要素の右断面のモーメントの釣り合いから，

ここで，点Aの反力RAは点Bまわりのモーメントの釣り合

いから求めた。これより，BMDは図o（b）の放物線となる。

2
wx2Mx ＝      

＝ 2
wx2

2
w¬x＋�－�

－� ＋�RAx

2
wa2

6EI
w

wdx（a－x）2（2a＋x）�
6EI∫�0yD1＝�

a

a

（x3－3a2x＋2a3）dx∫�0＝�

＝�

4
a4 2a42

3a4－� ＋�

8EI
wa4
6EI
w＝�（� ）�

6EI
w

wdx（¬－x）2（2¬＋x）�
6EI∫�0yA＝�2

¬


（x3－3¬ 2x＋2¬ 3）dx∫�0＝� 2

＝�

¬


64
¬ 4 ¬ 48

3¬ 4－� ＋�

384EI
41w¬ 4
6EI
w＝�（� ）�

2
¬


10月号演習問題解答

¬

2

w¬2
8

wa2
2

¬


¬


a

a

a

w

B

B D

D

D

B D

D’�

B D

BMD

A

BA

BA

BA

BA

A’�

A’�

BA

BA

BA

B
A

¬

2

BMD

BMD

θB1

θB2

θ
B×

a
yD
1

yD
1

θB

δ
A
IB

δ
A
IB

C

C

¬


wa2
2－�

wa2
2－�

(a)

(b)

(c)

wa2
2

o



20

この問題でも演習17-2と同じように，点Bのたわみ角θB

を求める。先ほど，片持ち梁（点Bのたわみ角はゼロ）と

仮定した付き出し部は，実際には傾いている。従って，先

端Dのたわみを求めるには，式①に，DB間が傾いている分，

具体的にはθB×aを足し合わせれば良いことになる〔図o

（c）〕。

そこで，分布荷重による点Bのたわみ角θB1を求めよう。

もう何度も解いてきているように，以下の関係式を使う。

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとする

BMD，すなわち図o（b）の放物線の全領域を対象とする。

放物線の面積は本誌10月号p.105の表を参考に求めよう。

従ってδA│B，さらにθB1は以下のように求まる。

②

続いて，曲げモーメントだけが作用するケース。単純支

持梁の曲げモーメントMxは，左要素の右断面のモーメント

の釣り合いから，

Mx＝RAx

ここで，点Aの反力RAは点Bまわりのモーメントの釣り合

いから求めた。これより，BMDは図o（b）の三角形となる。

分布荷重のときと同じ手順で，点Bのたわみ角θB2を求め

る。

δA│Bは，図心の基準点を点A，領域を点Aから点Bとする

BMD，すなわち図o（b）の三角形の全領域を対象とする。

従ってδA│B，さらにθB2は以下のように計算できる。

③

結局，分布荷重と曲げモーメントの両方を考慮した複合

荷重による点Bのたわみ角θBは，式②と式③の重ね合わせ

になる。ここで符号を考え，下向きを正とする。すると，

θB＝式③－式②

＝θB2－θB1

上述の通り，先端DにおけるたわみyDは，点Bのたわみ

角θBによるBD間の傾きを考慮すると，以下のように求め

ることができる〔図o（c）〕。

yD＝式①＋θB×a
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